MAT 4 - liga 2018./2019. 2. kolo 5.12.2018.

Zimsko kolo 2018./20109.

1.7. Nad stranicama pravilnog peterokuta ABCDE konstruirani su prema van jednakostraniéni trokuti ABB1, BCCj,
CDDy, DEE; i EAA;. Kolika je mjera kuta XA D,E,?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
540 300 360 Nista od d odgovoriti na
iSta od navedenoga pitanje
Rjesenje:

g Tocke Az, B, C1, D1 i E1 su vrhovi novog pravilnog peterokuta. TraZeni kut je obodni kut nad tetivom AE, pa

N ) 1 1 360°
~ je dvostruko manji od sredi$njeg kuta peterokuta: S = Ea = > 5 =36°.
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2.9. U Gaussovoj ravnini prikazi skup svih kompleksnih brojeva za koje je \/( Rez- 2)2 + \/( Imz+ 3)2 < 2. Kolika

je povrsina dobivenog skupa?

A

B. C. D. E. Ne Zelimo
odgovoriti na

4t 8 2.5 4 pitanje

Rjesenje: z=X+Vyi, X,yeR

é\/(Rez—2)2+\/(lmz+3)2<2 = \/(x—2)2+\/(y+3)2<2 = |x-2/+|y+3/<2

N X, X=0
« Koristeci definiciju apsolutne vrijednosti realnog broja da je |X| = { 0’ promotrit ¢emo Cetiri slu¢aja:
N =X, X<
1. slucaj: 2. slucaj: 3. slucaj: 4. slucaj:
X—=220 Xx-220 Xx-2<0 Xx-2<0
y+3>0 y+3<0 y+3<0 y+3>0
X-2+Yy+3<2 X—-2-y-3<2 —-X+2-y-3<2 -X+2+Yy+3<2
X=2 X=2 X<2 X<2
=4 y2>2-3 =4 y<-3 =< y<-3 =< y>-3
y<-x+1 y>x—7 y>-Xx—-3 y<x-3

Dobili smo kvadrat Cija je dijagonala duljine 4, pa je povrSina kvadrata 8.
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1.12. Na koliko razli¢itih nac¢ina mozemo ispuniti plo¢u 4 x 4 nenegativnim cijelim brojevima tako da zbroj svakih

dvaju susjednih polja (u retku ili stupcu) bude 2?

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
Vide od 10 6 3 ) odgovoriti na
15e o pitanje
Rjesenje:
~ Broj 2 moramo prikazati kao zbroj dva nenegativna cijela broja. To je moguée napraviti na dva nadina:
©2=2+01li 2=1+1,

P

T

- Stoga, odgovor na pitanje u zadatku jednak je 3.

Imamo tri moguénosti:

A

[ERg RN

e
R

1

1

1)1

OINIOIN

NIOIN O
OINIOIN

NIOIN O

NIOINO
OINO|IN
NOINO
OINOIN

- Ako u prvo polje prvog retka stavimo broj 1, tada svi brojevi u tablici moraju biti 1 (da bi zbroj svakih

dvaju susjednih polja bio 2).
- Ako u prvo polje prvog retka stavimo broj 2, tada pored i ispod njega mora biti broj 0 itd.
- Ako u prvo polje prvog retka stavimo broj 0, tada pored i ispod njega mora biti broj 2 itd.

R N N T N T N T T N

1.14. Zbroj polumjera upisane i opisane kruznice pravokutnom trokutu jednak je:

A 2 B. C. D. E. Ne zelimo
11 N odgovoriti na
4+ [ab a+b Nista od navedenoga pitanje
2
Rjesenje:

RN NN NN NS S S S S S S S S S S S S A s

Zbroj polumjera upisane i opisane kruznice pravokutnom trokutu jednak je

Polumjer pravokutnom trokutu upisane kruznice je I =

a+Tb_C (vidi sliku!).

a+b

c
Polumjer pravokutnom trokutu opisane kruznice jednak je polovici duljine hipotenuze: R = E .

.
B T T S T T T T g
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2.9. Kolika je povrsina lika §to ga graf funkcije f ‘\/X —-2x+1 3‘ zatvara s pozitivnim dijelom koordinatnih
0si?
A. B. C. D. E. Ne zelimo
9 8 7 4 odgovoriti na
pitanje
Rjeéenje:

‘\/x —2x+1 3‘ ‘ (x-1) —3‘_Hx ‘

© Graf funkcije crtamo transformacijama:

1° y=x-1 2° y=|x-1

o
*

T T R

° y=|x-1-3 20 y=|x-1-3|

6-3 2.2

- Povrsina lika $to ga graf funkcije zatvara s pozitivnim dijelom koordinatnih osi: P = ——-——=9-2=7

-
B T T S T T T T g
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2.7. Broj djevojcica drugog razreda jedne srednje Skole jednak je broju djecaka tre¢eg razreda te iste Skole. Koga ima
viSe: djevojcica u drugom i treCem razredu ili ucenika treéih razreda te Skole?

A. B. Ucenika trec¢ih C. Dijevoj¢icau D. E. Ne zelimo
Ima ih iednak razreda te Skole drugom i tre¢em N 5 dredit odgovoriti na
ma In jednako razredu € moze se odreditl pitanje
Rjesenje:

’ Broj djevojcica drugog razreda = Broj djecaka treéeg razreda

2 BI‘Oj dj CVOjéica drugog razreda + BI'Oj djevojéica tre¢eg razreda — BI'Oj d] ecaka treéeg razreda t BI'Oj djevojéica treéeg razreda
<
« Broj djevojcica grugograzreda + Broj djevojcica treéeg razreda = BT0] uCenika treceg razreda

T T S N T N N T N N T T N N T

e L 3zi+5w=2+3i
2.11. Koliki je imaginarni dio zbroja rjeSenja sustava _ . ,gdjesu z,weC?
Z-W=5+2i
A. B. C. D. E. Ne zelimo
Vedi od 10 5 4 N 5 dredit odgovoriti ha
eéio e moze se odrediti pitanje

Rjesenje:
z=a+bi,w=x+yi, a,b,x,yeR.

Imaginarni dio zbroja rjesenja je Im(z + W) =b+y.

A N e T T

{3(a+bi)i +5(x+ yi) =2+3i

. 3ai —3b+5x+5yi=2+3i _ (5x—3b)+(5y+3a)i=2+3i
(a+bi)—(x-yi)=5+2i -

a+bi—x+yi=5+2i (a—x)+(b+y)i=5+2i

>

’ 5x-3b=2

v

g Sy+3a=3 L . . -

g 5 => Ne moramo rjesavati sustav do kraja jer smo dobili odgovor na pitanje u zadatku!

g a-x=

e

re

' b+y=2

R N T N T N T N T N T e 2

3.5. Za koji realan parametar m jednadzba X(X2 +l) = mx® ima to¢no jedno realno rjesenje?

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
,V odgovoriti na
m<?2 m<+2 2<m<2 Nista od navedenoga pitanje

Rjesenje:
x(x2+1):mx2 = x(x2+1)—mx2:0 = X(X*+1-mx)=0 = x =0ili X*-mx+1=0

<
<
<
<
<

. S obzirom da dana jednadzba mora imati to¢no jedno realno rjeSenje (a to je X, =0) zaklju¢ujemo da

RV

kvadrata jednadzba ne smije imati realnih rjeSenja pa joj je diskriminanta negativna.
- D=b*-dac=m*-4

D<0 = m’<4 = |m<2 = -2<m<2

<\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\’
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3.6. Pri dijeljenju istim brojem 140 i 188 daju isti ostatak. Koliko takvih brojeva postoji?

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
7 8 10 1 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

* VAZNO: Ako pri dijeljenju istim brojem dva broja daju isti ostatak to zna¢i da je njihova razlika djeljiva tim
brojem! Npr. 24=4-5+4i39=7-5+4,paje 39-24=15=3-5+0.

Py

Kako pri dijeljenju istim brojem 140 i 188 daju isti ostatak, to znaci da je 188 — 140 = 48 djeljiv tim brojem.
Zadatak se sveo na to da odredimo sve djelitelje broja48 atosu: 1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 16, 24 i 48. Takvih je
brojeva 10.

N N N N N e e e e e e et et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

3.8. Koliko djelitelja ima broj 3 —17?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
18 27 24 20 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

F-1=(3"-1)-(3'+1)
=(3°-1)(3*+1)-(3" +1)
=(3-1)-(3+1)-(3* +1)-(3 +1)
=2-4.10-82
=1.2.2.2.2.5.2.41
=2°.5".41

AV AV AN SV A SV AV S SV Y AV AN AV A A A A A v e e

- Broj svih djelitelja je (5+1)-(1+1)-(1+1)=6-2-2=24.
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|z| <2

. Odredi povrsinu lika
Imz>Rez+2

3.10. Prikazi u Gaussovoj ravnini sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi: {

odredenog tim sustavom.

A. B. C. D. E. Ne Zzelimo
5 9 2 1 odgovoriti na
T T T T pitanje
Rjesenje:
f Kompleksni brojevi z za koje vrijedi |z| < 2 pripadaju krugu radijusa 2 sa srediStem u ishodistu:
¢ .
<
< 5
<
<
<
<
< EMRE
< 7 N
< A \
2 5 ' I‘ 5
2 ‘\\ e
< ~ -
<
<
<
<
< -5
<
<
<
<
<
<
; Kompleksni brojevi z za koje vrijedi Im z > Re z + 2 pripadaju poluravnini na slici:
: XY
s
g

Kompleksni brojevi z za koje vrijede oba svojstva pripadaju kruznom odsjec¢ku Kruga radijusa 2:

BT T T e A T T e T e T T T T T e e e e e e e e e e e e
z
~

4R
T \
. o
5 \ 9 1 5
~ < .: > 7
r2
Povrsina lika odredenog tim sustavom je Z r’r— ? =r-2.

-

T T T T T 4
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. o n n n+1
4.5. Sto vrijedi za rjesenje jednadzbe + =3 ?
n-1) (n-2 n

A. B. C. D. E. Ne zelimo
. - . e odgovoriti na
Kvadrat je prirodnog Manji je od 5 Vecije od 10 Djeljiv je sa 6 pitanje
broja
Rjesenje:

(=00 =GR = s

2n+n*-n=6n+6 = n°-5n-6=0 = nN>=<L n,=6

" n je djeljiv sa 6.

R N N N N T N N N N N T R N Y VNN

4.7. Luka boji strane drvene kocke u bijelu ili crvenu boju. Koliko razli¢itih kockica moze dobiti takvim bojanjem?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
12 6 10 8 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

* Promatrat ¢emo slu¢ajeve u ovisnosti o tome koliko je strana obojano crvenom bojom (ostale su bijele).
v

Broj crvenih | Broj nadina
strana
0 1
1 1
2 2 (mozemo obojati susjedne ili nasuprotne strane)
3 2 (mozemo obojati tri strane koje se sastaju u jednom vrhu ili tri strane u nizu)
4 2 (mozemo ostaviti neobojane susjedne ili nasuprotne strane)
5 1
6 1

SN N N

Ukupan broj naéina je 10.

N NN N N T T T T T e T e T e e e e e
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4.8. Rjesenja jednadzbe z° =1 u Gaussovoj ravnini &ine vrhove pravilnog peterokuta. Kolika je duljina dijagonale tog
peterokuta?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
o s Apo - om0 S odgovoriti na
2cos54 2sin 36 2sin72 2sin54 pitanje
Rjesenje:

0+2kzr .. 0+2krx
+isin

=1 = z:i/izg/l(cosOHsinO):cos . k=012.34.

.. 27 . . 27 Az . . Arx 6r .. 6rm
z, =c0s0+isin0, z, =cos—+isin—, z, =C0S— +isin— z, =COS— +iSin—
5 5 5 5 5 5

8r . . 8«
Z; =C0S— +isin—
5 5

PV A A A A A A A A A

RjeSenja jednadZbe su vrhovi pravilnog peterokuta ¢iji je radijus opisane kruznice 1. Primijetimo da nam je ta
¢injenica dovoljna da odgovorimo na pitanje u zadatku i nije bilo nuzno ispisivati sve pete korijene iz z.

v

N rerars

d
360 2

= d=2rsing=2sin72°

=72°, sina =

-

Y e
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4.9. Ako je sinx—cosy =a, siny—cosx=b koliko je sin(x+y)?

2. kolo

5.12.2018.

A. B. C. E. Ne zelimo
, , , , ., , odgovoriti ha
1-2a-2b 1+2a+2b 2—-a‘-b 2+a“+b pitanje
2 2 2 2
Rjesenje:

P

= Zbrojimo te dvije jednakosti:

1

RV A A A A AV AV

G T

-2sin(x+y)=a’+b’-2 = sin(x+y)=

sinx—cosy=a = sin®x—2sinxcosy+cos’y=a’

siny—cosx=b = sin®y—2sin ycos x+cos® X = b?

1

2

2-a’-b?

sin” x+cos’ X —2(sin xcos y +sin ycos x)+sin® y +cos® y =a’ +b’
— [N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N T N N N N N N N T N N N N N N N N N N N N T N N N N N N R N T N

4.13. Na dvama usporednim pravcima p i g nalaze se tocke A, B, C, D i E. Broj trokuta s vrhovima u tim to¢kama
ovisi o polozaju tocaka. Ako prebrojimo sve trokute s vrhovima u tim tockama, toc¢ke nije moguce postaviti u takav
polozaj da one odreduju najvise:

A. B. C. E. Ne zelimo
odgovoriti na
9 takvih trokuta 6 takvih trokuta 3 takva trokuta 0 takvih trokuta pitgnj o
Rjesenje:

~ Promotrimo sve slucaje razli¢itih razmjestaja tocaka po pravcima:

Jedan pravac Drugi pravac Moguéi trokuti Broj moguc¢ih trokuta
A B CDE |- - 0
A B C,D E ABE, ACE, ADE, BCE, BDE, CDE 6
A B, C DE ABD, ABE, ACD, ACE, BCD, BCE 9

ADE, BDE, CDE

¢ Nije moguce tocke postaviti u polozaj da odreduju 3 trokuta.

R N T N T N T N T N T e 2
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4.15. U ravnini je zadano n to¢aka od kojih nikoje tri nisu na istom pravcu. Svake dvije to¢ke odreduju duzinu obojanu
u plavu ili crvenu boju. Koliko najmanje to¢aka mora biti u ravnini da bismo bili sigurni da medu njima postoje tri
tocke ¢iji su vrhovi jednobojnog trokuta?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
4 6 8 N 5 biti odgovoriti na
e mozemo biti pitanje
sigurni
Rjesenje:

; Ako su u ravnini zadane 4 tocke (oznac¢imo ih s A, B, C i D), od kojih nikoje tri nisu na istom pravcu, mozemo
~ duzine obojati kao na slici:

s

s

. B
s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

’ A
s

s

s

s

y &
s

s

s

s

s

s

s

s

s

. D
s

s

s

s

s

- Pretpostavimo da je u ravnini zadano 6 tocaka (ozna¢imo ih s A, B, C, D, E i F), od kojih nikoje tri nisu na

- istom pravcu. Iz to¢ke A ide 5 duzina AB, AC, AD, AE, AF . Od tih 5 duzina sigurno postoje bar 3 koje su
iste boje. Pretpostavimo da su crvene boje kao na slici:

B E

i

F

<
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

> Ako je jedna od duzina FC,CD, DF crvene boje tada imamo jednobojni crveni trokut. Ukoliko su sve te tri

~ duzine plave, tada one tvore jednobojni plavi trokut.

: Dakle, odgovor na pitanje u zadatku je 6.

N
N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N R N Nt N N N N N N N N N N N N N N R N N N N N N e

Stranica 11 od 11




