MAT liga 2018./2019. 10.10.2018.
Jesensko kolo 2018./2019.
1. S kojom znamenkom zavr$ava zbroj prvih 77 neparnih prirodnih brojeva?
A. B. C. D. Nista od E. Ne zelimo
7 5 9 navedenoga odgovoriti na
pitanje

Rjesenje:

S Zbrajamo neparne prirodne brojeve 1 + 3 +5+...4+?

Prvo ¢emo odrediti koji je sedamdeset i sedmi neparan prirodan broj po redu. Svaki neparan broj mozemo
napisati u obliku 2k-1, gdje je k prirodan broj i govori ham koji je to po redu neparan broj.

Dakle: 1 =2-1-1,3=2-2-1,5=2-3-1,7 = 2:4-1..., 153 = 2-77-1.

St NS

- Sada znamo da promatramo posljednju znamenku zbroja:
(1+3+5+7+9)+(11+13+15+17+19)+ 21+ ...+ 149 + (151 + 153).

Zbroj posljednjih znamenki svake petorke (ukljucujuci broj 149) je 15. Broj 149 = 2-75-1 (75-ti neparan broj

. U zbroju) pa imamo 75:5=15 petorki ¢ija je posljednja znamenka 5. Tada je i posljednja znamenka njihovog
- zbroja 5. Kako je posljednja znamenka zbroja zadnja dva broja 4, odgovor na pitanje u zadatku je 9.

T T T T T T N

2. Koliko znamenaka ima broj 4% -25% —12-4%.5"7

A. B. C. D. E. Ne zelimo
m 1 43 44 odgovoriti ha
pitanje
Rjesenje:

423 .2521_12.422 _541 :246 _542 _3.246 _541 :5_246 '541_3.246.541 :(5_3).246 _541 :2.246 _541
_ 06 94l 4l _ 96 104l _ 104 —
=2"-2"-5"=2"-10" =64-10" =6400...00

41

N N N PN NNV

* Broj ima 2 + 41 =4 3 znamenke.
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MAT liga 2018./2019.
3. Na koliko razli¢itih na¢ina mozemo ispuniti plocu 3 x 3 prirodnim brojevima tako da zbroj svaka tri retka i stupca

1. kolo

10.10.2018.

bude 5?
A. B. C. D. Nista od E. Ne zelimo
Manie od 10 21 12 navedenoga odgovoriti na
anje o pitanje
Rjesenje:
» Broj 5 moramo prikazati kao zbroj tri prirodna broja. To je moguce napraviti na dva nadina:
©5=1+143ili 5=2+2+1.
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Svakoj tablici moZzemo ispremijeSati redove na 6 nacina, pa je to ukupno 12 tablica. Npr.

1]11]3 1113 113]1 1131 3111 3|11
113]1 3 (1)1 1113 3111 1113 113]1
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Ali, te dvije mogucnosti zbroja 5 mozemo kombinirati u jednoj tablici:

3]1]1
1
112]2

N
N

. Svakoj od te tri tablice jo§ mozemo ispremijesati redove na 3 nacina, pa je to 9 takvih tablica.

Stoga je odgovor na pitanje u zadatku 12 + 9 = 21.

T N T N N

4. Koliki je zbroj svih prostih faktora broja 2'° —1?

A B. C. D. E. Ne zelimo
289 282 283 N . drediti odgovoriti ha
€ moze se odreditl pi tanje
Rjesenje:
2 —1=(2°-1)-(2° +1)

< Zbroj svih prostih faktora (PAZI: broj 1 nije prost broj!) je 3 + 5 + 17 + 257 = 282.

§\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\’
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MAT liga 2018./20109. 1. kolo 10.10.2018.

1 1 1 1
5. Koliko je + + +...+ ?
1442 2+43 B3+4 /99 ++100
A. B. C. D. E. Ne zelimo
odgovoriti na
V3 V5 23 9 pitanje

Rjesenje:  Pribrojnici su oblika ——=——-==". Racionalizirati ¢emo razlomak:
Jn+4n+1

1 1 el eVl e
Jn+dn+1 dn+dn+l n—Jn+1 n—(n+1) DA
SR S S S S
C14\2 V243 BT 0944100
- (V2-N1)+ (VB -2)+(VA-3)+...+(/89 ~ B8 ) + (100 /89 ) = ~1+10=9

T T T T T T T S

P A e

6. Za koji realan parametar a jednadzba (X — 3)(5— X) = a ima dva razli¢ita pozitivna rjeSenja?

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
» odgovoriti na

Rjesenje:  (X—3)(5-x)=a = 5x-15-x*+3x—a=0 = x*-8x+(15+a)=0

1° Da bi jednadzba imala dva razlicita rjeSenja, mora biti diskriminanta pozitivna.

D=64-4(a+15)>0 = a+15<16 = ax<l

2° Dva pozitivna rjeSenja ¢e biti ukoliko je zbroj i umnozak rjesenja pozitivan.
X +X=8>0, x-x,=a+15>0 = a>-15

S N T A A s

ba uvjeta su ispunjena za-15 <a < 1.

N N N N N N N N N N N N N N N N N N T N N N N N N N T N N N N N N N N N N N N T N N N N N N R N T N

7. U jednakokracnom trokutu omjer je osnovice i kraka trokuta 3 : 2. Koliki je kosinus kuta izmedu krakova?

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
odgovoriti na
-1/4 1/8 1/4 -1/8 pitanje
Rjesenje:
b N\
a:b=3:2 = a=3k, b=2k
ad

2 .2 A2 _ QL2
Kosinusov poucak: a’ =b*+b”*—2-b-b-cosa = cosa= 20 2a = 2-4K 29k :—1
2b 2-4k 8

\\4\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\’

~
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MAT liga 2018./2019. 1. kolo 10.10.2018.
8. Neka je P(x) normirani polinom najmanjeg moguceg stupnja kojem je 2 dvostruka nultocka, a x =1 +1i jedna
nultoc¢ka. Odredi koeficijent uz X tog polinoma.

A B. C. D. E. Ne zelimo
4 0 16 <3 od q odgovoriti na
- - Nista od navedenog pitanje
Rjesenje:

2 Ako je x1 = 1 + i jedna nultocka, onda je konjugirano kompleksan broj x, = 1 —i takoder nultocka, pa je P(x)
2 djeljivs (X=X ) (X=X, ) =X =(X +X, ) X+X - X, = X* —2X+2.

\ 2 je dvostruka nultocka, pa je P(x) djeljiv s (X—Z)(X—Z) =X*—4x+4.

N
N
N
N

- Kako je P(x) normirani polinom najmanjeg moguceg stupnja S tim faktorima, mora biti:
P(x) :(x—2)2 -(x2 —2x+2) :(x2 —4x+4)-(x2 —2x+2)

Clanovi koji sadrZe x tog polinoma su: —4x-2+4- (—ZX) =-16X, pa je trazeni koeficijent —16.

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

9. Koliki je zbroj svih kompleksnih brojeva z koji zadovoljavaju jednadzbu Z2-Z =4+ ek

A. B. C. D. E. Ne zelimo
0 1+] 2+ i 1 odgovoriti na
: : - pitanje
Rjesenje:

S z=X+Vi, x,yeRi
27=4+2% = (X+yi)(X—Yi)=4+(X+yi)2i:> x2+y2:4+(x2+2)(yi_y2)i

XY A2y -y = K4y = (4-2x)) + (0 — )i

Izjedna¢imo realne i imaginarne dijelove:

B N

X2ay?P=4-2xy =(x+y) =4 =|x+y|=2 = x+y=+2
X4y =0 =X =y =X=|y] =x=1y
Akoje X=Yy,onda Xx=y==1,paje z,=1+i i z, =-1-1.

Ako je X=-Y,onda X+ Y =0 sto je u kontradikciji s X+Yy=12.

10. Zadan je pravac y = 3x — 2. Koja je jednadzba njegova centralnosimetricnog pravaca s obzirom na ishodiste
koordinatnog sustava?

A B. C. D. E. Ne zelimo
odgovoriti na
y=-3x+2 y=3x+2 y=-3x-2 y=-3x—-1 pitanje
Rjesenje:
’ Totke u kojima pravac y = 3x — 2 sije¢e koordinatne osi su A(0, —2) i B(2,0). Njihove centralnosimetri¢ne
- tocke s obzirom na ishodiste su A'(0, 2) i B'(—% , O). Jednadzba pravca tockama A'iB'je y = 3x + 2.

///////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
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MAT liga 2018./20109. 1. kolo 10.10.2018.

11. Koliko ima razli¢itih troznamenkastih brojeva koji su djeljivi s 15 i sve znamenke su im neparne?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
g 3 e od 10 9 odgovoriti na
Vise o pitanje
Rjesenje:

> Broj je djeljiv s 15 ako je djeljivs 3i 5.

Ako broj ima neparne znamenke i mora biti djeljiv s 5, tada mu je posljednja znamenka 5.

TraZeni broj je oblika abb (pri emu su a i b neparne znamenke) i mora biti djeljiv s 3.

SN

Dakle 3 dijeli broj a + b + 5. Kako su a i b neparne znamenke, broj a + b + 5 mora biti neparan (jer je zbroj tri
neparna broja neparan). Promotrimo sve mogucénosti:

<19 a+b+5=0, daklea+b =4 iz éega dobivamoa=1,b=3ilia=3,b=1.

§2° a+b+5=15, daklea+b =10 iz ¢ega dobivamoa=1,b=9ilia=3,b=7ilia=5b=5ilia=7,
“b=3ilia=9,b=1

3% a+b+5=21, daklea+b =16 iz dega dobivamoa=9,b=7ilia=7,b=0,

TraZeni troznamenkasti brojevi su: 135, 315, 195, 375, 555, 735, 915, 9751 795. Ukupno ih je 9.

N N N N N N N N N N N N N N T N N N N N N T N N N N N N N N N N N N N N N N N N N T T N N N

12. Koliki je obujam pravilne ¢etverostrane piramide kojoj su svi bridovi duljine a?

A. B. C. D. E. Ne zZelimo
odgovoriti ha
613\/5 613\/5 613\/5 613\/5 pitanje
2 6 6 2
Rjesenje: S S
a a
h
A = B

: 0 d/2
S = h= &
N 2
: 3
i V =lBh=1.a2.&= a \/E
N 3 3 2 6
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MAT liga 2018./2019. 1. kolo 10.10.2018.
13. Povrsina je romba 120 cm?. Zbroj je opsega Cetiriju trokuta na koje dijagonale romba dijele romb 120 cm. Kolika

je stranica romba?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
1 19 13 14 odgovoriti na
cm cm cm cm pitanje
Rjesenje:
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Dakle, vrijedi: —+—=a-30

2 2
Kvadriranjem druge jednakosti dobivamo: (%) +2 -% . % + [gj =a’—60a+900 iz tega slijedi

%:—60a+900,paje —60a+900=120 = a=13

N N N N N N N N N N N N N N N N N N T N N N N N N N T N N N N N N N N N N N N T N N N N N N R N T N
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sin? 78° —sin?12° )

14. Koliko je — -
sin33°sin57°
A. B. C. D. E. Ne zelimo
5 1 0 12 odgovoriti ha
pitanje
Rjesenje:

sin?78°—sin®12°  c0s?(90°—78°) —sin®12° cos?12°—sin®12°  cos24°  2sin(90°— 24°)

sin33°sin57°  sin33°cos(90°—57°)  sin33°cos33° _%sin66°_ sin 66°
> _ 2sin66°
N © sSin66°
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MAT liga 2018./2019. 1. kolo 10.10.2018.
15. Kolika je povrsina lika $to ga graf funkcije f (X) = ‘\/ X2 +4x+4 — 3‘ zatvara s osi apscisa?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
odgovoriti na
pitanje

Rjesenje:
f (x):‘\/xz +4x+4—3‘ =M(x+2)2 —3‘ —||x+2|-3

> Graf funkcije crtamo transformacijama:

PPN

1° y=X+2 2° y=|x+2|

3° y=[x+2]-3

e I A A A A S AP P A A A A S A S P SV A A A S A SV A S A SV A S A

5 =t

<

< . y .. . . av, 6-3

< Povrsina trokuta $to ga graf funkcije zatvara s osi apscisa: P = 2a 2729

<

R T
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MAT liga 2018./20109. 1. kolo 10.10.2018.

o z|<3 : o
16. Prikazi u Gaussovoj ravnini sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi: | | . Odredi povrsinu lika
Imz>Rez
odredenog tim sustavom.
A. B. C. D. E. Ne zelimo
”5 odgovoriti na
25T 15n 0.75n 4.51 pitanje
Rjesenje:
: Kompleksni brojevi z za koje vrijedi |Z| < 3 leze unutar kruga radijusa 3 sa srediStem u ishodistu:
i e o s
N ’ \
N 1 k
: \\ /I
N \\ //
g Kompleksni brojevi z za koje vrijedi Im z > Re z leZe u poluravnini na slici:

t

Kompleksni brojevi z za koje vrijede oba svojstva leze unutar polukruga radijusa 3:

BN N N N e e e T T T T T T T T e

1
Povrsina lika odredenog tim sustavom je 5 r’r=45r.

ra

B T T T T T T T SR
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MAT liga 2018./2019.

1. kolo

17. Ako je sinx—cos x = a, koliko je sin* x+cos”* x?

10.10.2018.

A. B. C. D. E. Ne zelimo
2 L 2a? gt 1 2a? gt 2 ongyorltl na
(1+a%) 1+2a"-a 1-Za"-a (1-2%) pitanje
2 2 2 1
Rjesenje:

Twot

L

. . 2 . . 2
sin* x +cos” x =(sm2 X + C0S? x) —2sin” xcos® x =1-2-(sin xcos x)

2

Sin X—Cos X = a =>sin% X —2sin XC0os X+ €0s% X =a? = 2sin Xxcos X =1—a? = sin Xxcos X =

2 2 2

N N N N N N N N N N N N N N N N N N T N N N N N N N T N N N N N N N N N N N N T N N N N N N R N T N

2_ 2 4_ _ 4_
Sin4X+COS4X=:1—2-(sinxcosx)2:1—2(a 1} :1_a 2a+1: a —2a+l

18. Koliko razli¢itih rjesenja (X, y) u skupu cijelih brojeva ima jednadzba Xy+2Yy—3x=15?

A. B. C. D. E. Ne zelimo
8 4 5 Nigta od d odgovoriti na
iSta od navedenoga pitanje
Rjesenje:
S Diofantsku jednadzbu ¢emo rjeSavati metodom dijeljenja:
f  izrazimo jednu nepoznanicu preko druge
<

I NN P

ANNN N

~
N
N

_ 3x+15

Xy +2y—-3x=15 = xy+2y=3x+15 = y(x+2)=3x+15 = vy 5
X+

nepravi razlomak (ve¢i od 1) zapisat ¢emo u obliku mjesovitog broja (cijeli dio + pravi razlomak)

_3x+6+9
X+2

3(x+2)+9
yzﬁ = y:3+i
X+2 X+2
razlomak je cijeli broj samo ako je nazivnik djelitelj brojnika, stoga moramo nabrojati cjelobrojne djelitelje
broja 9

9
x+2 X i =3
9 1 4
3 1 3 7
1 -1 9 12
-1 -3 -9 -6
-3 -5 -3 0
-9 -7 -1 2

Rjesenja su: (X,y)e{(7.4),(17),(-112),(-3,-6),(-5.0),(~7,2)} i ima ih 6.

B T T S T T T T g
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MAT liga 2018./2019. 1. kolo 10.10.2018.
19. Ante, Sime i Jure vole jednu od triju najboljih prijateljica iz razreda (Mare, Cvita i Kate) i svaki je zaljubljen u
razli¢itu djevojku. Koju djevojku voli Sime ako je samo jedna od izjava to¢na:

e Sime voli Maru,
e Jure ne voli Maru,
e Ante ne voli Cvitu?

A = C. D. E. Ne Zelimo
M Cvit Kat N y drediti odgovoriti na
aru vitu ate e moze se odrediti pitanje
Rjesenje:

. Ante, Sime i Jure vole jednu od triju najboljih prijateljica iz razreda!
Budu¢i da je samo jedna od izjava to¢na, pogledajmo tri slucaja:

1° Istina je da Sime voli Maru. Tada nije istina da Jure ne voli Maru, §to bi znacilo da Jure Voli Maru. Tada
bi dva prijatelja voljela istu djevojku $to nije moguce.

2° lstina je da Jure ne voli Maru. Tada nije istina da Ante ne voli Cvitu, $to zna¢i da Ante voli Cvitu.
Takoder, nije istina da Sime voli Maru, §to zna¢i da Sime ne voli Maru. To zna¢i da nitko od trojice prijatelja
~ ne voli Maru, §to nije istina.

~
~
; 3° Istina je da Ante ne voli Cvitu. Tada nije istina da Jure ne voli Maru, $to znaci da Jure voli Maru. To znaci
< - X o . . v v . . .

< da Ante voli Katu, pa Sime voli Cvitu (Sto se slaZe s tim da Sime ne voli Maru).

SN N N N T T T T T T e T e T e T e T e T e T T T e T e T e T e e e e e

20. Rijesi nejednadzbu (X—1)X(X+1)>3x.

A. B. C. D. E. Ne Zelimo
odgovoriti na
xe[-2,0]u[2,%) | xe(-0,-2]U[2,0)] xe&(-w,-2]U[0,2] xe[-2,2] pitanje
Rjesenje:

PAZI: ne smijemo podijeliti nejednakost s x!!! Stoga ¢emo sve prebaciti na istu stranu nejednakosti i
- faktorizirati:

(x=1)x(x+1)=3x = (x=1)x(x+1)-3x = 0= x[ (x-1)(x+1)-3]2 0= x(x2—4)20
(x—2)x(x+2)=0

Produkt tri faktora je nenegativan! Nejednadzbu rjesavamo tablicom predznaka (ili crtanjem grafova pravca i
~ parabole ili...) i dobivamo rjeSenje pod A.

<
<
<
<
<
<
N
N
N
~
<
<
<
N
N N N N N N N N N N N N N T N N N N N T N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N T N N N e
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MAT liga 2018./2019. 1. kolo 10.10.2018.
21. Zadan je trapez ABCD s osnovicama AB i CD za koji vrijedi |BC|=|CD|=|DA| = %|AB| =a. Odredi

udaljenost to¢ke C od dijagonale BD.

A. B. C. D. Ne moze se E. Ne zelimo
odrediti odgovoriti na
a a ol pitanje
4 3 2
Rjesenje: D a C

P A

. . . e a
Oznacimo s E i F nozista visina trapeza iz vrhova C i D. Jer je |EF| =a, vrijedi |AE| =|FB| = 3 Trokut

AED je pravokutan i hipotenuza mu je dvostruko dulja od jedne katete iz ¢ega zaklju¢ujemo da je kut
- XEAD=60°, paje £BCD=120°.

~

< Trokut BCD je jednakokracan, pa je visina CG na osnovicu BD raspolovila kut XBCD, §to znaci da je
-~ £BCG =60°. Trokut BCG ima kutove 30°, 60° i 90° iz dega zakljuéujemo da je duljina duzine CG

dvostruko manja od hipotenuze BC. Odgovor na pitanje u zadatku je %.

T T T e

22. Rijesi nejednadzbu v X% —2X+1< X.

A. B. C. D. E. Ne zelimo
N odgovoriti na
X € <0_5' oo> XxeR X e <1_5, 1> Nista od navedenoga pitanje
Rjesenje:

VX =2x+1<x = ,/(x—1)2<x = |x-1<x
- pAZI: \a? =4

< Promotrimo dva slucaja:

1° x-1<0 = x<1 2° x-120 = x=>1

Tada nejednadzba glasi: Tada nejednadzba glasi:

—X+1<x = x>05 Xx-1l<x = -1>0 = xeR
Presjek uvjeta i rjeSenja: X € <0.5, 1> Presjek uvjeta i rjeSenja: X € [1, OO)

B T N T
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