MAT liga 2020./2021.

Zimsko kolo 2020./2021.

10. 12. 2020.

1. Ako pravilnom n-terokutu obrisSemo dva susjedna vrha, a preostale vrhove spojimo u novi mnogokut, dobiveni lik
ima 27 dijagonala manje od pocetnog n-terokuta. Koliko je dijagonala imao pocetni n-terokut?

A. B. C. D. E. ne Zelimo
44 104 27 . ‘e odrediti odgovoriti na
nije moguce odreditl pitanje
Rjesenje:
N - . n(n-3
> Broj dijagonala n-terokuta je (2 )

A A A A A A

R T

Y

Tocan odgovor je B.

Broj dijagonala pocetnog lika je

n(n-

Ako obriSemo dva susjedna vrha, tada imamo m = n — 2 vrha pa je broj dijagonala

S obzirom da dobiveni lik ima 27 dijagonala manje od pocetnog lika, vrijedi:

3):27+(n—2)2(n—5)

n(n-3)=54+(n—-2)(n-5)

n*-3n=54+n’-7n+10 = n=16

n(n-3) _16-13

=104.

2

m(m-3) (n-2)(n-5) |
2

2
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MAT liga 2020./2021. 2. kolo 10. 12. 2020.
2. Na osobnim iskaznicama datumi su napisani u formatu DD.MM.GGGG. Da bismo napisali danas$nji datum u tom
formatu, 12.12.2020., trebaju nam dvije znamenke 0, dvije znamenke 1 i ¢etiri znamenke 2. Jednake znamenke
upotrijebili smo i kad je bio 22.11.2020. Koliko razli¢itih datuma ove i idu¢e godine mozemo zapisati tim
znamenkama?

o ——
SpoliSex 2IF

Bi it i S
A Yradiarsto HRV
Daumsodenia 29 11.1967.

gr Potpis/Signature

\{edi do
ate of expiry

10.06.2024. /WZJ

A. B. C. D. E. ne Zelimo
9 8 7 6 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

Znamenke kojima ispisujemo datume su: 0,0,1,1, 2, 2, 2, 2.

Ispis§imo prvo sve datume ove godine. S obzirom da je godina 2020, za dan i mjesec preostale su nam
znamenke 1, 1, 2, 2. S tim znamenkama mozemo napisati mjesece: 11 i 12. Datumi su: 22.11.2020.,
12.12.2020. i 21.12.2020.

R A

- Kada napiSemo idu¢u godinu 2021, za dan i mjesec preostat ¢e nam znamenke 0, 1, 2, 2. S tim znamenkama
mozemo napisati mjesece: 01, 02, 10 i 12. Datumi su: 22.01.2021., 12.02.2021., 21.02.2021., 22.10.2021.,
~ 02.12.2021.120.12.2021.
g Ukupno je to 3 + 6 =9 datuma ove i idu¢e godine.

\ Tocan odgovor je A.
3. Ana je na proslavu svog desetog rodendana, 1.4.2020., pozvala drustvo desetogodisnjaka. Zanimljivo je da je svim
sudionicima proslave zbroj dana, mjeseca i godine rodenja jednak, a nitko nije roden istoga dana. Koji je najveci
moguci broj Aninih prijatelja na rodendanu?

A. B. C. D. E. ne zelimo
3 5 6 9 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

S obzirom da Ana 1.4.2020. slavi deseti rodendan, ona je rodena 1.4.2010. Zbroj dana, mjeseca i godine
- rodenja je 1 + 4 + 2010 = 2015.

Na dan proslave 1.4.2020. navrSenih deset godina su imali prijatelji rodeni u periodu od 2.4.2009. do 1.4.2010.

-

- IspiSimo prvo datume od 2.4.2009. do kraja 2009. Zbroj mjeseca i godine mora biti 2015 — 2009 = 6, pa je to
moguce 2.4.2009. i 1.5.2009.

U 2020. godini zbroj dana i mjeseca treba biti 2015 — 2010 = 5, pa je to moguce 4.1.2010., 3.2.2010. i
2.3.2010. Primijetimo da je 1.4.2010. rodena Ana, a mi moramo na¢i najveci broj Aninih prijatelja (bez Ane).

L e

Dakle, postoji pet razli¢itih datuma koji zadovoljavaju dano svojstvo.

¢ Todan odgovor je B.
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4. Brojevi x; i x;rjeSenja su kvadratne jednadzbe mx’ +(1—m)x+1=0, m € R. Koliko je +L?
1+x, 1+x
A B. C. D. E. ne zelimo
0 od d odgovoriti na
2m+1 m+1 3m-1 nista od navedenog pitanje
2m 2m
Rjesenje:
Po Vieteovim formulama iz jednadzbe mx2+(1—m)x+1=0 slijedi x, + X, __1-m_m-d XX, =l,
5 m m m
<
¢ m # 0. TraZeni izraz +L izrazimo preko zbroja i produkta rjesenja jednadzbe:
¢ 1+x, 1+x
<
), M-1
1o, 1 (ex)+(ex)  24x4% T 2m+m-1  3m-1
4% 1+%  (I+x)(1+%)  L+x+X%+xX 4,.M-1 1 m+m-1+1  2m
m m

N
N
N
g
-

.

Tocan odgovor je C.

T T T T s

T . . . I 1-

5. Brojevi X1 i Xz rjesenja su kvadratne jednadzbe mx? +(1—m)x+1=0, m € R. Koliko je 2TX 2T,

1+x, 1+Xx
A. B. C. D. E. ne Zelimo
. odgovoriti na
2m? +1 am? -1 m? +4m -1 nista od navedenog pitanje
2m 2m’ 2m’

Rjesenje:
. o . . 5 . 1-m m-1. 1
+ Po Vieteovim formulama iz jednadzbe mx* +(1—m)x+1=0 slijedi x, + X, =———=—F=1i %X, =—,
. m m m

m # 0. Trazeni izraz

1-x
1+x,

1-x,
+—
1+x

izrazimo preko zbroja i produkta rjeSenja jednadzbe:

2_(X12 + X22)

1+x,

AR NN AP AP A S A A A S A Y Y Y Y v

1% 1oty (X)) + (1) (L) 1oxielon?

1+X1_ (1+X1)(1+X2) _1+X1+X2+X1X2_1+X1+X2+X1X2
g (m-1) 51
_2_[(X1+X2)2_2X1X2]_ m m _2m*>-m?+2m-1+2m m*+4m-1
L4 X+ % + XX, L m-1 1 m?+m?-m+m o’
m m

Tocan odgovor je C.

y
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6. Koliko troznamenkastih brojeva a zadovoljava jednakost 250-a =Db-b za neki prirodni broj b?
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A. B. C. D. E. ne zelimo
odgovoriti ha
6 4 o
pitanje
Rjesenje:

7. Koliko troznamenkastih brojeva a zadovoljava jednakost 250a =11b? za neki prirodni broj b?

r
r
r
<
<
,
s
s

- a=10-k?, pri &emu je k prirodan broj.

Broj 250 rastavimo na proste faktore. Tada vrijedi: 5-5-5-2-a=Db-b.

Broj s desne strane umnozak je prirodnog broja samog sa sobom, pa i broj s lijeve strane jednakosti moramo
moci zapisati u tom obliku. Odatle zaklju¢ujemo da a mora biti umnozak broja 10 i nekog kvadrata . Dakle,

< S obzirom da trazimo koliko troznamenkastih brojeva a zadovoljava dano svojstvo, to su brojevi:

e T

10 - 16 = 160, 10 - 25 = 250, 10 - 36 = 360, 10 - 49 = 490, 10 - 64 = 640 10 - 81 = 810.

Tocan odgovor je A.

T T T T T 4

A. B. C. D. E. ne Zelimo
6 4 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

PRSP

~
~
P

~

B T

Broj 250 rastavimo na proste faktore. Tada vrijedi: 5-5-5-2-a=11-b-b.

Broj s desne strane umnozak je broja 11 i kvadrata prirodnog broja, pa i broj s lijeve strane jednakosti moramo
~ moc¢i zapisati u tom obliku. Odatle zakljuujemo da a mora biti umnoZzak broja 11, broja 10 i nekog kvadrata .

> Dakle, a=11-10-k? =110k?, pri ¢emu je k prirodan broj.

S obzirom da trazimo koliko troznamenkastih brojeva a zadovoljava dano svojstvo, to su brojevi:

110-1=110, 110-4 =440 110 - 9 = 990.

Tocan odgovor je D.
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8. Prilikom konstrukcije kuta veli¢ine 60° ravnalom i Sestarom moramo Sestarom nacrtati dva luka (kao na slici).
Koliko najmanje lukova moramo nacrtati ako Zelimo ravnalom i Sestarom konstruirati pravokutan trokut s kutom
veli¢ine 30° i duljinom najdulje stranice od 5 cm?

A. B. C. D. E. ne zelimo
e od 5 5 4 e 0d 4 odgovoriti na
vise o manje o pitanje
Rjesenje:

: Primijetimo da je pravokutan trokut s kutom veli¢ine 30° i duljinom najdulje stranice od 5 cm pola
- jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice 5 cm.

Konstrukcija s 2 luka:

B N N N NS

e iz tocke T nacrtamo luk polumjera 5 cm,
e natom luku odaberemo neku tocku A i iz nje nacrtamo luk polumjera 5 cm (koji prolazi kroz toc¢ku T),
e presjene tocke ta dva luka ozna¢imo s B i D,

e nacrtajmo duzinu BD,
- e trokut ABC je pravokutan s kutom veli¢ine 30° i duljinom najdulje stranice od 5 cm

T T

¢ Tocan odgovor je D.

.
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9. U trapezu ABCD osnovica AB jednako je duga kao krak BC , a osnovica DC duga je kao oba kraka zajedno.
Dijagonala AC zatvara s osnovicom DC kut od 25°, kolika je veli¢ina kuta trapeza uz vrh D?

A. B. C. D. E. ne Zzelimo
o o R .. ‘e odrediti odgovoriti na
120 90 80 nije moguce odrediti pitanje
Rjesenje:

< Skicirajmo dani trapez:

237

A a B
; Izracunajmo kutove u trokutu ABC. Kut BAC jednak je kutu ACD jer su to kutovi uz presje¢nicu. Trokut ABC
jednakokracan je, pa mozemo izra¢unati i mjere preostala dva kuta u tom trokutu.

P

B T T T

D a+b

§ Da bismo iskoristili ¢injenicu da je osnovica CD jednako duga kao oba kraka zajedno, ozna¢imo s P to¢ku na
S duzini CD koja je od C udaljena za a i spojimo tu to¢ku s vihom A. Cetverokut ABCP je romb (jer je AB
paralelno i jednako dugo kao CP i |AB| =|BC|). Stoga zaklju¢ujemo da je |AP|=a. Kut DPA suplementaran
; je kutu APC pa je |ADPA| =50°. Dakle, trokut APD jednakokracan je s duljinom osnovice a. Sada

g jednostavno izraunamo preostale kutove trokuta APD.

T T T

Tocan odgovor je C.
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10. U trapezu ABCD osnovica AB jednako je duga kao krak BC , a osnovica DC duga je kao oba kraka zajedno.
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Dijagonala AC zatvara s osnovicom DC kut od 30°. Ako je opseg trapeza ABCD 20 c¢m, kolika mu je povrsina?

A. B. C. D. E. ne zelimo
.. , . odgovoriti na
16+/3 cm? 10+/3 cm? 1243 cm? nije moguce odrediti pitanje
Rjesenje:
< Skicirajmo dani trapez:
E D atb c
’ 302
: b .
2 A a B

IzraGunajmo kutove u trokutu ABC. Kut BAC jednak je kutu ACD jer su to kutovi uz presje¢nicu. Trokut ABC
. jednakokracéan je, pa mozemo izra¢unati i mjere preostala dva kuta u tom trokutu.

D

at+b

~ Da bismo iskoristili ¢injenicu da je osnovica CD jednako duga kao oba kraka zajedno, ozna¢imo s P to¢ku na

duzini CD koja je od C udaljena za a i spojimo tu to¢ku s vihom A. Cetverokut ABCP je romb (jer je AB

paralelno i jednako dugo kao CP i |AB| =|BC|). Stoga zakljutujemo da je |AP|=a. Kut DPA suplementaran

* je kutu APC pa je | <DPA| =60°. Dakle, trokut APD jednakostranican je s duljinom stranice a.

.

A A A A T e e e e e e e T T T T T T

Tocan odgovor je C.

T T T T T 4

Stranica 7 od 7

od tri jednakostrani¢na trokuta: P =3-

=12/3cm2.

S obzirom da je opseg danog trapeza 20 cm, zaklju¢ujemo da je a = 20 : 5 = 4 cm. Povrsina trapeza sastoji se

a’\/3
4




