MAT liga 2021./2022.

Zimsko kolo 2021./2022.

16. 12. 2021.

1. U jednakokracnom trokutu krak je 5 puta dulji od osnovice. Njegov opseg jednak je opsegu jednakostrani¢nog trokuta
i manji je od 100 cm. Koliko takvih jednakokracnih trokuta postoji ako su duljine stranica obaju trokuta iskazane u

centimetrima prirodni brojevi?

A. B. C. D. E. ne Zelimo
3 9 .. ‘e odrediti odgovoriti na
nije moguée odrediti pitanje
Rjesenje:

S U jednakokra¢nom trokutu je krak b pet puta dulji od osnovice a pa vrijedi da je b = 5a.

Opseg tog jednakokracnog trokuta je:

O=a+2b=a+2-5a=a+10a=11a.

Njegov opseg jednak je opsegu jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice n:

R

~ viSekratnik broja 3 i n viekratnik broja 11.

PV A

> 0d 100 cm.

11a=3n.

n O=3n=1la a=(11a):3 0 <100 cm
11 33 3 da
22 66 6 da
33 99 9 da
44 132 12 ne

> Postoje tri jednakokra¢na trokut s danim svojstvom.

~ Tocan odgovor je A.
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Stranical od 5

S obzirom na to da su a i n u centimetrima prirodni brojevi, zaklju¢ujemo iz gornje jednakosti da je a

Pogledajmo sve mogucnosti za duljine stranica u centimetrima vodeci racuna o tome da je opseg trokuta manji
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2. Za koliko prirodnih brojeva n vrijedi da je i broj koji je dvostruko manji od broja n i broj koji je dvostruko vec¢i od
broja n prirodan i ¢etveroznamenkast?

A B. C. D. E. ne Zelimo
5000 1500 4 000 2 000 odgovoriti na
pitanje
Rjesenje:

* n—prirodan broj
S

n : 2 — broj dvostruko manji od broja n

n - 2 —broj dvostruko veéi od broja n

~ Tada je broj n jednak 2 000. Pogledajmo ostale slucajeve:

n:2 n n-2
1000 2 000 4 000
1001 2002 4004
1002 2004 4008

Najmanji od njih je broj n : 2 i on mora biti Cetveroznamenkast $to zna¢i da najmanje moze biti jednak 1 000.

Primijetimo da je broj n - 2 viSekratnik broja 4 i da mora biti ¢etveroznamenkast. Najveci takav broje je 9 996.
. Tada je n dvostruko manji od njega i jednak je 9 996 : 2 = 4 998, a n : 2 dvostruko manji od n i jednak 4

/998 2=2499.

n:2 n n-2
1000 2 000 4 000
1001 2002 4004
1002 2004 4008
2 498 4 996 9992
2 499 4 998 9 996

. Dakle, za parne brojeve n od 2 000 do 4 998 vrijedi da je broj koji je dvostruko manji od broja n i broj koji je
- dvostruko vec¢i od broja n prirodan i ¢etveroznamenkast. Takvih je brojeva jednako kao prirodnih brojeva od
7 1000 do 2 499, dakle 1 500 (Sto je vidljivo iz prve kolone tablice).

< v .

< Toc¢an odgovor je B.
<

<

-
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3. Na koliko nacina broj 200 mozemo napisati kao umnozak triju prirodnih brojeva? Napomena: umnoske s istim
faktorima smatramo jednakima (1-2-3=2-1-3).

A. B. C. D. E. ne zelimo
i od 11 1 12 e od 12 odgovoriti na
manje o vise o pitanje
Rjesenje:

S Broj 200 rastavimo na proste faktore.

~
N

200=2-2-2-5-5

Ne zaboravimo da u umno$ku mozemo napisati i neogranicen broj faktora 1.

/ Podijelimo faktore u tri skupine tako da poredamo od najmanjeg do najveceg faktora.

<
1 Ako je prvi faktor 1, tada je umnozak drugog i treceg faktora 200. Broj rastava broja 200 na dva faktora jednak
: je polovici broja njegovih djelitelja.

prvi faktor drugi faktor treci faktor
1 1 200
1 2 100
1 4 50
1 5 40
1 8 25
1 10 20

Ako je prvi faktor 2, tada je umnozak drugog i tre¢eg faktora 100. Broj rastava broja 100 na dva faktora jednak
je polovici broja njegovih djelitelja. Ali, rastav 2 - 1 - 100 ve¢ imamo i ne smijemo ga opet napisati. TO je

~
~
~
~

N LA

Tocan odgovor je C.

vidljivo i iz toga da u tom rastavu faktori nisu poredani od najmanjeg ka najveéem.

prvi faktor drugi faktor treci faktor
2 2 50
2 4 25
2 5 20
2 10 10

prvi faktor drugi faktor treci faktor
4 5 10
5 5 8

Stranica 3 od 5

Ako je prvi faktor 4, tada je umnozak drugog i treceg faktora 50. Postoji samo jedan rastav broja 50 na dva
faktora koji nisu manji od 4. Sli¢no je i brojem 5.

Dakle, ukupno postoji 12 moguénosti da broj 200 napiSemo kao umnozak triju prirodnih brojeva.
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4. U tupokutnom jednakokracnom trokutu simetrala jednog kraka sijece pravac na kojem lezi drugi krak pod kutom
velic¢ine 20°. Kolika je veli¢ina manjeg kuta pod kojim ta simetrala sijeCe osnovicu trokuta?

A. B. C. D. E. ne zelimo
° o o .. , . odgovoriti na
20 70 55 nije moguce odrediti pitanje
Rjesenje:
© Skicirajmo zadano.

o
§ Simetrala duzine okomita je na nju i prolazi njenim polovistem. Oznac¢imo poloviste s P, a presjek simetrale i
> pravca AC s T. Trokut PTC je pravokutan pa je veli¢ina kuta PCT jednaka 90° —20° = 70°.

-

Sada moZemo izracunati veli¢ine kutova trokuta.

D T S TR N IR

B=180°—70°=110°
20+ f=180° = 20.=180° — 110° = 70° = a=35°
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> Veli¢ina trazenog kuta je y = 90° — 35° = 55°.

> Tocan odgovor je C.
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A. B. C. D. E. ne zelimo
. . . . . " odgovoriti na
manje od 200 izmedu 200 1 300 izmedu 300 1400 vise od 400 pitanje
Rjesenje:

; Skicirajmo pravilni 12-erokut A; Az Az As As As A7 Ag Ag Ao A1 Ar21 odaberimo jedan trokut ¢iji su vrhovi

ujedno i vrhovi 12-erokuta.

-
N
N
~

“ \rhovi trokuta su As As Ao

s
-
Ve
~

koliko nacina od 12 to¢aka moZemo izabrati 3.

> Svakom izboru tri totke od 12 vrhova odgovara jedan trokut. Dakle, problem se sve0 ha to da prebrojimo na

* Prvu to¢ku moZemo izabrati na 12, drugu na 11, a treéu na 10 nadina. Izbor sve tri tocke moZemo napraviti na

R A O T

o~

A2 A4 Alo, A2 AlO AA,
As Az Ago, Ay Ao A,
A10 Az A4, AlO A4 A2-

* Medutim, ovih 6 izbora vrhovi su istog trokuta.

12 - 11 - 10 nacina. Ali, u tom broju nacina je vazno koja je tocka na prvom, koja na drugom i koja na tre¢em
mjestu. Na primjer, medu svim tim nacinima nalaze se:

S Zakljucujemo da je broj 12 - 11 - 10 =1 320 Sest puta veéi od broja trokuta, pa je broj trokuta 1 320 : 6 =220.

Tocan odgovor je B.

<
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